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Резюме. Цель. Одними из основных показателей эффективности применения автомати-
зированных систем управления являются оперативность и устойчивость процесса управ-
ления применением указанных систем. Широкое внедрение в автоматизированные си-
стемы управления вычислительной техники и организация на этой базе вычислительных 
сетей обусловливает необходимость решения задачи эффективного управления распре-
деленными вычислительными процессами с целью обеспечения требуемого уровня опе-
ративности и устойчивости решения поставленных задач. Существующие методы орга-
низации вычислительного процесса (методы динамического программирования, ветвей и 
границ, метод последовательного синтеза вариантов и т.д.) в некоторых ситуациях могут 
оказаться громоздкими или менее точными. Указанные методы помогают найти решение 
в режиме интерактивного выбора оптимального варианта организации вычислительно-
го процесса, т.е. последовательного приближения к искомому результату и не позволя-
ют получить априорную оценку времени реализации вычислительного процесса в сети. 
Применение указанных методов при решении исследовательских задач в ходе проек-
тирования вычислительных сетей представляется затруднительным. В настоящей статье 
предлагается использование геометрического метода, позволяющего априорно оценить 
минимальное время решения комплекса информационно-расчетных задач и обеспечить 
их оптимальное распределение в вычислительной системе. Кроме того, метод позволяет 
найти полное множество возможных вариантов организации вычислительного процесса 
в сети с априорной оценкой времени решения для каждого варианта. Суть метода за-
ключается в представлении множества всех возможных вариантов распределения задач 
по рабочим местам, в общем случае, в виде ломанной гиперповерхности. Для реше-
ния поставленной задачи введены критерий и условия оптимальности времени решения 
информационно-расчетных задач. Результаты и выводы. В настоящей работе множе-
ство вариантов реализации вычислительного процесса рассматривается для однородной 
и неоднородной вычислительных сред. Алгоритм решения задачи для однородной вы-
числительной среды достаточно прост и позволяет легко определить минимальное время 
выполнения вычислительных операций. Он основан на геометрическом представлении 
процесса распределения задач по рабочим местам в виде гиперплоскости, построенной 
в ортонормированном пространстве, базисными векторами которого являются вычисли-
тельные мощности рабочих мест. Кроме того, алгоритм для однородной вычислительной 
среды может быть успешно использован для приближенной оценки минимального вре-
мени решения комплекса задач в сети, для неоднородной вычислительной среды. Поиск 
минимального времени решения функционально разнотипных задач в неоднородной вы-
числительной среде проводится путем построения кусочно-линейной гиперповерхности, 
что несколько усложняет алгоритм, но, в целом, учитывая вычислительные возможности 
современных персональных компьютеров, вполне реализуем. Проведенные, в ходе пред-
варительных исследований, оценки позволили сделать вывод о возможности применения 
геометрического метода в вычислительной сети с большим количеством рабочих мест 
и информационно-расчетных задач. Возможность априорной оценки минимального вре-
мени решения комплекса задач в вычислительной сети позволяет использовать, пред-
ложенный в работе, метод в решении исследовательских задач на этапе проектирования 
вычислительной сети для оценки таких ее показателей как оперативность, надежность, 
устойчивость и др.
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В настоящее время понятие «вычислительные систе-
мы» уже не новшество. Направления развития техники 
во многом определяются стремлением повысить про-
изводительность существующих и разрабатываемых 
вычислительных систем [1, 3, 4] путем внедрения 
технических и технологических новинок. Мощность 
первых компьютеров и их функциональная надежность 
были невысоки, поэтому решение многих прикладных 
задач с их применением было невозможным или для 
их решения с учетом процессов восстановления после 
отказов уходило значительное количество времени. 
Сразу после появления первых компьютеров стали соз-
давать различные методы для объединения нескольких 
компьютеров в одну единую систему, чтобы повысить 
производительность, функциональную надежность и 
минимизировать время решения задач. Идея была про-
ста: если мощности одного компьютера не хватает для 
решения задач, то надо распараллелить все множество 
задач Ω между компьютерами и тогда каждый компью-
тер будет решать свое подмножество задач Ωi ( ),  
где L – количество компьютеров в вычислительной 
системе (ВС). Та же цель преследовалась при создании 
многопроцессорных систем или, как принято говорить, 
оперируя современными понятиями, – систем с много-
ядерными процессорами. С появлением технической 
и технологической возможности обмена информацией 
между компьютерами мощный толчок в развитии по-
лучила концепция построения ВС, которая является 
логическим результатом эволюции компьютерных 
технологий. Итак, научили компьютеры обмениваться 
информацией, обеспечили их вычислительной мощно-
стью, удобным интерфейсом, осталось дело за малым 
– научить их управлять вычислительным процессом. 
Стали активно развиваться методы организации распре-
деленного вычислительного процесса, например, такие, 
как динамическое программирование, метод ветвей и 
границ, метод последовательного синтеза вариантов и 
т.д. [1, 2, 3, 4]. Указанные подходы и методы, благодаря 
своей универсальности, нашли широкое применение в 
вопросе рационального использования вычислитель-
ных ресурсов в ходе решения широкого круга задач: 
информационных, вычислительных, технологических 
и многих других. Однако если рассматривать какой-
нибудь один тип задач, например, вычислительные, ког-
да необходимо некоторое множество однотипных задач 
распределить в многопроцессорном или многоядерном 
пространстве, универсальные методы могут оказаться 
более громоздкими или менее точными.

В настоящей статье предлагается геометрический 
метод, позволяющий оценить время решения задач в 
однородной и неоднородной среде и обеспечить их 
оптимальное распределение в ВС. Для однородной сре-
ды предполагается, что все вычислительные процессы, 
протекающие в ВС, являются линейными для всех типов 
задач, для неоднородной – линейность наблюдается для 
однотипных задач и отсутствует в рамках множества 
разнотипных задач. О линейных и нелинейных зави-

симостях, упомянутых выше, будет более подробно 
изложено ниже.

Пусть существует ВС, узлами которой являются вы-
числительные машины, в общем случае обладающие 
разными техническими характеристиками (тактовая 
частота процессора и системной шины, объем опе-
ративной памяти и т.д.). Узлы вычислительной сети 
представляют собой автоматизированные рабочие места 
(АРМ), выполняющие решение некоторой совокупности 
поступивших информационно-расчетных задач (ИРЗ). 
ИРЗ, решаемые в ВС, являются независимыми друг от 
друга с точки зрения совокупности входных и выходных 
данных. Задача распределения всего множества ИРЗ, 
требующих решения в ВС, возложена на некоторый 
центр управления ВС (ЦУВС), который может выпол-
нять организацию вычислительного процесса в ВС в 
автоматическом или автоматизированном режиме. В 
случае высокой степени технической оснащенности и 
обеспеченности ВС каналами обмена информацией в 
качестве ЦУВС может выступать высокопроизводитель-
ный сервер, осуществляющий управление ВС автомати-
чески. При недостаточной или даже слабой технической 
оснащенности и при отсутствии необходимых каналов 
обмена информацией всю полноту управления берет 
на себя человек, а обмен информацией организуется 
посредством курьерской службы. В настоящей работе 
рассматриваются ВС высокого уровня технической 
оснащенности, обладающие, в первую очередь, высо-
копроизводительными каналами обмена информацией. 
Пример произвольной ВС представлен на рисунке 1.

Рис. 1. Общий вид вычислительной сети

Архитектура ВС может быть самой разнообразной, 
но сама ВС должна обладать несколькими основными 
свойствами:

• АРМ сети обладают одинаковыми правами и прио-
ритетами с точки зрения решения ИРЗ;

• весь комплекс задач, решаемых в ВС, может быть 
решен на любом АРМ;
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• АРМ, на которых решаются ИРЗ, функционируют 
параллельно;

• все АРМ ВС являются абсолютно надежными.
Пусть в ВС, состоящую из m АРМ, поступает M ИРЗ, 

включающих n типов задач, т.е.

,

где ξj – количество задач j-го типа. Типы задач раз-
личаются, например, по объему и содержанию входных 
и выходных данных. Пусть для любой пары АРМ спра-
ведливо следующее равенство

 
, (1)

где ti,k – время решения одной задачи k-го типа на i-м 
АРМ; tj,k – время решения одной задачи k-го типа на j-м 
АРМ ( ).

Условие (1) характеризует тот факт, что время реше-
ния ИРЗ на АРМ линейно зависит только от вычисли-
тельной мощности АРМ, не учитывается время доведе-
ния исходной информации т.к. ее объем достаточно мал и 
времена обмена между АРМ несущественны. Например, 
если АРМ1 имеет более высокое быстродействие чем 
АРМ2 в ц раз, то для всех типов задач можно записать

Будем считать такую ВС однородной вычислительной 
средой. Тогда необходимо таким образом организовать 
вычислительный процесс, т.е. распределить M задач 
между m АРМ ВС, чтобы время решения всего ком-
плекса задач было оптимальным в некотором смысле 
(критерий оптимальности будет рассмотрен ниже).

Предположим, что все множество ИРЗ некоторым 
произвольным образом было распределено между АРМ. 
Результат такого распределения всего множества ИРЗ по 
АРМ можно представить в виде системы неоднородных 
линейных уравнений

 

 (2)

где vi,j – количество ИРЗ j-го типа, распределенных 
на i-й АРМ; Ti – общее время решения ИРЗ, распреде-
ленных на i-й АРМ.

При этом для системы (2) должно выполняться 
условие

 

 (3)

Пусть, исходя из (1),

 
. (4)

Тогда систему (2) перепишем в виде

 

 (5)

После сложения всех уравнений системы (5) и упро-
щения с учетом (3) получим

  (6)

Разделим правую и левую часть уравнения (6) на 
левую часть этого же уравнения

 
 (7)

Исходя из выражений (4) и (5) справедливо

Но

 , (8)

где  – время решения общего числа ИРЗ всех 
типов на i-м АРМ.

Тогда после несложных преобразований (7) с учетом 
(8) получим

 
. (9)

Поскольку распределение всех M ИРЗ по АРМ ВС яв-
ляется произвольным, то величины Ti , в общем 
случае, являются переменными, принимающие значения 
в соответствии с различными вариантами управления 
вычислительным процессом (загрузкой вычислительных 
мощностей АРМ решаемыми задачами). Следовательно, 
соотношение (9) является выражением гиперплоскости 
в отрезках [5, 6]:

 
. (10)

Таким образом, гиперплоскость (10) определяет мно-
жество точек, которые соответствуют множеству всех 
возможных распределений M ИРЗ по m АРМ ВС, причем 
для любого xi , удовлетворяющего уравнению 
(10), должно выполняться неравенство

.

Для наглядности изображение такой плоскости пред-
ставлено на рисунке 2 для ВС, состоящей из 3-х АРМ.
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Рис. 2. Плоскость, описывающая все возможные 
распределения ИРЗ по 3-м АРМ

Очевидно, что произвольной точке гиперплоскости G 
можно поставить в соответствие некоторое множество R 
возможных вариантов распределения ИРЗ по АРМ. На 
рисунке 2 T1, T2, T3 – время решения некоторого количе-
ства ИРЗ, распределенных соответственно на 1-й, 2-й и 
3-й АРМ с учетом выполнения условия (3).

Вернемся к критерию оптимальности времени реше-
ния ИРЗ в ВС. Под временем решения комплекса ИРЗ в 
ВС будем понимать интервал времени между началом 
вычислительного процесса и его окончанием на всех без 
исключения АРМ. Запишем приведенное определение в 
виде следующего математического выражения

 , (11)

где Ts – общее время решения ИРЗ в ВС; Ti – 
время решения ИРЗ, распределенных на i-й АРМ;  
m – количество АРМ ВС. Тогда с учетом (11) минималь-
ное время решения ИРЗ в ВС будет достигнуто, когда 
∀Ti  выполнится условие

 . (12)

Исходя из (10) и (12), минимальное время решения 
ИРЗ в ВС будет

 . (13)

Выражение (13) справедливо, когда выполняется 
условие линейности (1). Рассмотрим случай, когда 
условие линейности будет выполняться в рамках одного 
типа ИРЗ и не соблюдаться для всех типов ИРЗ. Это 
становится возможным, когда время решения ИРЗ на 
АРМ включает время доведения исходной информации 

или решаются не только вычислительные задачи, но и 
графические и информационные, т.е. задачи, различные 
по существу.

В таком случае справедливо следующее неравен-
ство

 
, (14)

где ti,k – время решения одной задачи k-го типа на i-м 
АРМ; tj,k – время решения одной задачи k-го типа на i-м 
АРМ ( ). Таким образом, 
линейность, которая в условии (1) наблюдалась в от-
ношении всех типов задач, в условии (14) имеет место 
только в рамках одного произвольного типа задач и не 
наблюдается в отношении всех задач вместе взятых. 
Такую ВС будем считать неоднородной вычислительной 
средой. Покажем это на графическом примере для 2-х 
АРМ с номерами i и j.

Отношения в выражении (1) и (14) являются танген-
сами углов наклона прямых [7], характеризующих функ-
циональную зависимость времен Ti и Tj от вариантов 
распределения задач между i-м и j-м АРМ, например, на 
рисунке 2 это отрезок, соединяющий точки   при 

. Тогда (14) запишем в виде

,

где αk – угол наклона k-й прямой к оси xj. Пусть управ-
ление вычислительным процессом в сети таково, что все 
M задач m типов размещаются на i-м АРМ, после чего 
в некоторой последовательности они перемещаются 
на j-й АРМ. Тогда зависимость времени решения всего 
комплекса задач, распределяемых между i-м и j-м АРМ, 
будет представлена ломаной линией, соединяющей точ-
ки  и причем вид этой ломаной будет зависеть от 
последовательности перемещения задач с i-го АРМ на 

Рис. 3. График изменения времени решения ИРЗ, 
распределенных между i-м и j-м АРМ в зависимости 

от последовательности перемещения задач



35

Геометрический метод оперативного управления 
распределенным решением информационно-расчетных задач в вычислительных сетях

j-й АРМ. Геометрическая интерпретация последнего 
тезиса представлена на рисунке 3.

Понятно, что количество вариантов распределения 
ИРЗ между АРМ (количество ломаных линий) будет 
равно числу перестановок общего количества задач, 
т.е. M!, которые будут находиться внутри области F2 
(рисунок 3) («2» в F2 обозначает размерность области). 
Ломаные линии L1 и LM! (рис.3) являются нижней и 
верхней границами области F2, т.е.

, (15)

з д е с ь   и 
 – это ломаные 

линии, состоящие из множества отрезков , для 
которых справедливы неравенства

,

где tgαj – тангенс угла наклона прямой, на которой 
лежит отрезок lj.

Как видно из рисунка 3 для любой  
существует точка τi, которая будет удовлетворять усло-
вию (12), но, очевидно, что

 . (16)

Следовательно, inf{F2} будет определять последова-
тельность перемещения ИРЗ между двумя АРМ, при 
которой будет иметь место выражение (16). Рассмотрим 
алгоритм вычисления значения Tmin в соответствии с 
критерием (12) для inf{F2}, т.к. именно эта ломаная 
задает оптимальную в смысле критерия (12) и условия 
(16) функциональную зависимость изменения времени 
решения ИРЗ при их распределении между АРМi и 
АРМj. Без потери общности будем считать, что номера 
типов задач, соответствующих отрезкам lj, соответству-
ют номерам αj в определении (15).

Пусть все ИРЗ, поступившие в систему, размещены 
на АРМi, тогда их время решения составит . Начнем 
перемещать ИРЗ 1-го типа с АРМi на АРМj. Тогда зави-
симость изменения времени решения ИРЗ при перерас-
пределении их между АРМ будет выражена отрезком l1, 
лежащим на прямой, представленной выражением

,

где a = tgα; α – угол наклона прямой по отношению 
к координатной оси; b – свободный член, значение 
которого зависит от значений координат точек xi и xj на 
плоскости, через которую проходит прямая.

Для отрезка l1 a=tgα1 и ,  
xj = 0, тогда для l1 справедливо выражение (см. рису-
нок 3)

где  – время решения всех задач j-го типа на 
АРМi. Тогда для произвольного отрезка lk∈inf{F2} 
нетрудно построить прямую, для которой a=tgαk, 

 и , будем 
иметь следующее выражение прямой

где ( ) – суммарное время решения 
всех задач с 1-го по (k–1)-й тип на АРМj (при k=1 

); ( ) – суммарное 
время решения всех задач с k-го по n-й тип на АРМi.

В соответствии с критерием (12) для каждой прямой 
fk(xi) находим точку  , являющуюся пересече-
нием прямой fk(xi) и прямой xj=xi

.

Далее из всех значений   необходимо вы-
брать максимальное, которое будет соответствовать 
Tmin, т.е.

 . (17)

Как видно из рисунка 3 для 2-х АРМ, Tmin делит весь 
комплекс задач на два подмножества. Первое подмно-
жество – это задачи, которые будут решаться на АРМi, 
второе – задачи, решаемые на АРМj. По аналогии с 
организацией вычислительного процесса на 2-х АРМ 
задача оценки значения Tmin для m АРМ сводится к по-
строению inf{Fm}, который будет представлять собой 
кусочно-линейную гиперповерхность. Аналитически, 
как в случае (10), представить эту поверхность затруд-
нительно, поэтому для ее построения предлагается 
использовать геометрический подход.

Рассмотрим алгоритм построения inf{Fm} на примере 
для m=3 и n=4. Предположим, что все ИРЗ помещены 
на АРМ1. Тогда время решения всех ИРЗ на АРМ1 
будет равно . Существует потенциальная возмож-
ность перемещения ИРЗ с АРМ1 на АРМ2 и АРМ3, 
при этом зависимость изменения времени решения 
при перемещении ИРЗ с АРМ1 на АРМ2 будет соот-
ветствовать , а при перемещении с АРМ1 на 
АРМ3 – . В общем случае последовательности 
перемещения ИРЗ, определяющие  и , 
могут быть различны. Без потери общности примем, что 
последовательности перемещения ИРЗ, определяющие 

 и , такие, как показано на рисунке 4.
Переместим ИРЗ 1-го типа с АРМ1 на АРМ2 в со-

ответствии с последовательностью, определяемой 
.
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Рис. 5. Фрагмент кусочно-линейной поверхности Q

Рис. 4. Кусочно-линейная поверхность Q, описывающая множество возможных вариантов распределения 
ИРЗ между 3-мя АРМ
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Геометрический метод оперативного управления 
распределенным решением информационно-расчетных задач в вычислительных сетях

Тогда зависимость изменения времени решения 
ИРЗ 1-го типа, распределяемых между АРМ1 и АРМ2, 
будет выражена линейной функцией x2(x1)=l1, где 
l1 – отрезок 1 в плоскости x1x2, соединяющий точки 

,  (рисунок 4), т.е. можно за-
писать, что

.

В результате останутся ИРЗ 2-го, 4-го и 3-го типов, 
которые расположены в последовательности, удовлет-
воряющей условию (15) и определяющей  
(рисунок 4).

Очевидно, что  является сечением кусочно-
линейной поверхности Q плоскостью x2=0 и ,  

,  являются сечениями кусочно-
линейной поверхности Q плоскостями , 

 и  соответствен-
но, параллельными плоскости x2=0 (рисунок 4). Из 
рисунка 4 видно, что поверхность Q между сечениями, 
например, между  и , представляет 
собой взаимно пересекающиеся плоскости, обра-
зованные параллельными или пересекающимися 
отрезками (компланарными векторами). На примере 
плоскости ABC, лежащей между  и  
(рисунок 5), рассмотрим процесс построения произ-
вольной плоскости, образующей кусочно-линейную 
поверхность Q.

Известно [5, 6], что в ортонормированном простран-
стве плоскость однозначно задается вектором нормали 

 и точкой, лежащей на плоскости. В нашем случае 
выберем точку A, принадлежащую плоскости, с коор-
динатами  (рисунок 5).

Рассмотрим три вектора , координаты которых 
совпадают с точками A,B,C соответственно (рисунок 5). 
Поскольку указанные точки лежат на плоскости, любая 
линейная комбинация  будет представлять множе-
ство компланарных векторов [5, 6], т.е.

.

Известно, что нормаль к плоскости является резуль-
татом векторного произведения пары компланарных 
векторов [5, 6], следовательно, можно записать

 , (18)

где  – векторное произведение векторов  
и .

Пусть x1, x2, x3 – ортонормированный базис вектор-
ного пространства, тогда выражение (18) перепишем в 
координатной форме.

Следовательно, вектор нормали к плоскости ABC 
будет

.

Каноническое выражение плоскости в пространстве 
с ортонормированным базисом x1, x2, x3, проходящей 
через точку  и имеющей вектор нормали 

 имеет вид

.

Тогда выражение плоскости ABC с вектором норма-
ли  и проходящей через точку 

 будет

Аналогичным образом строятся остальные плоско-
сти, образующие кусочно-линейную поверхность Q. 
Далее для каждой плоскости поверхности Q в соот-
ветствии с критерием (12) находим точку пересечения 
плоскости с прямой x1=x2=x3. Количество плоскостей, 
составляющих поверхность Q, можно вычислить с ис-
пользованием выражения [7]

,

где L – количество плоскостей, составляющих 
поверхность Q; n – количество типов ИРЗ, распреде-
ляемых между АРМ. Обозначим точку пересечения 
прямой x1=x2=x3 с k-й плоскостью τk. Тогда по ана-
логии с (17)

,

где  – значение минимального времени решения 
ИРЗ при условии потенциального размещения всех ИРЗ 
на АРМ1. Значение  было получено при условии, 
что распределение ИРЗ между АРМ начиналось с АРМ1, 
т.е. все ИРЗ были виртуально помещены на АРМ1 и за-
тем распределялись между АРМ2 или АРМ3. Если по-
строить поверхность Q при условии, что распределение 
ИРЗ начнется с АРМ2 или АРМ3, получим значения 

 и , для которых, в общем случае будет вы-
полняться неравенство
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 . (19)

Очевидно, что для полного решения задачи из полу-
ченных значений (19) необходимо выбрать минимальное. 
Т.е., для m АРМ будем иметь минимаксную задачу

 
. (20)

Таким образом, получив с помощью (20) Tmin, который 
является точкой глобального минимума задачи, через ко-
ординаты данной точки T1=T2=…=Tm, соответствующие 
осям x1, x2, …, xm, получаем наилучший с точки зрения 
критерия (12) вариант организации вычислительного 
процесса в ВС.
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