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Резюме. Цель. Цель данной работы, являющейся продолжением [24], состоит в постро-
ении алгоритма, позволяющего найти необходимое количество запасных изделий (ЗИП) 
для сложной системы, элементы которой могут быть как ремонтопригодными, так и не-
ремонтопригодными. В отличие от работы [24], в качестве обобщения, в статье вводятся 
дополнительные неработоспособные состояния. Эти состояния характеризуются просто-
ями системы, связанными с заменой отказавшего элемента элементом из состава ЗИП. 
Если время замены отказавшего элемента не является пренебрежимо малой величиной 
по отношению к другим временным показателям обслуживаемой системы, то возникает 
необходимость в предлагаемом учете дополнительных неработоспособных состояний. 
Методы. Используются Марковские модели для описания исследуемой технической си-
стемы. Выведена система уравнений Колмогорова для получения финальных вероятно-
стей. Получено стационарное решение системы уравнений Колмогорова. Применяются 
классические методы теории вероятностей и математической теории надежности, не-
которые специальные функции. Выводы. В статье формализуется задача определения 
необходимого количества ЗИП для системы с объектами, которые могут отказать в слу-
чайный момент времени. При этом отказы могут быть двух типов. Первый тип отказов 
приводит объект в неработоспособное ремонтопригодное состояние. В этом случае вос-
становление объекта возможно в ремонтном подразделении предприятия, на котором 
объект эксплуатируется. Второй тип отказов, более катастрофичный, приводит объект 
в неработоспособное неремонтопригодное состояние и его восстановление возможно 
только на предприятии изготовителе или на специализированных ремонтных предприя-
тиях. Для соответствующего процесса гибели и размножения построен Марковский граф. 
Формализованы уравнения для характерных состояний Марковского графа. Индукцион-
но найдено стационарное решение системы уравнений Колмогорова. Доказана теорема 
об общем решении для всех состояний Марковского графа. В случае неограниченного 
восстановления решение значительно упрощается. Показано, что в предположении не-
ограниченного восстановления и мгновенно производимых замен решение совпадает с 
решением, полученным ранее в упрощенном случае в работе [24]. Найдены предельные 
значения вероятностей неработоспособных критических и некритических состояний. Они 
позволяют сделать вывод о том, что в случае неограниченного восстановления увели-
чение объема ЗИП ведет к тому, что вероятность попадания в критическое состояние 
нехватки ЗИП постепенно обнуляется. При этом вероятность попадания в неработоспо-
собное состояние, связанное с занимающей определенное время заменой отказавшего 
оборудования аналогом из числа ЗИП, определяется стационарным коэффициентом не-
готовности альтернирующего процесса восстановления. Общее решение задачи позво-
ляет формализовать критерий достаточности ЗИП. Необходимое количество ЗИП опре-
деляется путем постепенного увеличения количества ЗИП до тех пор, пока вероятность 
неработоспособных критических событий не станет ниже заданной вероятности нехватки 
ЗИП. Приведен пример нахождения необходимого количества ЗИП.
Abstract. Aim. The paper, that continues [24], aims to develop an algorithm that would allow 
finding the required number of spare items (SPTA) for a complex system, whose elements may 
or may not be maintainable. Unlike in [24], as a generalisation, the paper introduces additional 
inoperable states. Those states are characterised by system downtime associated with the 
replacement of a failed element with an element from the SPTA. If the time of replacement of 
a failed element is not a negligibly small value as compared to other time indices of the ser-
viced system, it becomes necessary, as suggested, to account for additional inoperable states. 
Methods. Markov models are used for describing the technical system under consideration. 
The final probabilities were obtained using a developed system of Kolmogorov equations. A 
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stationary solution was obtained for the system of Kolmogorov equations. Classical methods of 
the probability theory and mathematical theory of dependability, some special functions were 
used. Conclusions. The paper formalizes the problem of determining the required number of 
SPTAs for a system with items that may fail at a random moment in time. The failures may be 
of two types. The first type of failures leaves an item in an inoperable repairable state. In this 
case, the item can be repaired in the maintenance unit of the company that operates such 
item. The second type of failures, a more catastrophic one, leaves the item in an inoperable 
non-repairable state, and it can be repaired only by the manufacturer or a specialized mainte-
nance company. A Markov graph was built for the respective birth and death process. Equa-
tions were formalised for typical states of the Markov graph. A stationary solution was obtained 
for the system of Kolmogorov equations using induction. The theorem of general solution was 
proven for all the states of the Markov graph. In case of unlimited repair, the solution is sig-
nificantly simplified. It was shown that, on an assumption of unlimited repair and momentary 
replacements, the solution matches the one earlier obtained in a simplified form in [24]. The 
limit values of the probabilities of inoperable critical and non-critical states were found. They 
allow concluding that, in case of unlimited repair, the growth of the size of SPTA causes the 
probability of a critical state of insufficient SPTA to tend to and become zero. Additionally, the 
probability of an inoperable state associated with the replacement of a failed item with an 
equivalent from the SPTA that takes a certain time is defined by a stationary unavailability of 
the alternating repair process. The general solution of the problem allows formalising the SPTA 
sufficiency coefficient. The required number of SPTAs is identified by progressively increasing 
the number of SPTAs until the probability of inoperable critical states is below the defined 
probability of SPTA shortage. An example of finding the required number of SPTAs is given.

Ключевые слова: Марковский анализ, граф, состояние графа, вероятность перехода, 
интенсивность отказов, интенсивность восстановления, интенсивность ремонта, стаци-
онарное решение.
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Введение

При организации эксплуатации промышленных объ-
ектов, особенно объектов повышенного риска, таких 
как ядерные энергетические установки, летательные 
аппараты, химические комплексы и т.п., предъявляют-
ся высокие требования к обеспечению безопасности 
их функционирования. Особую актуальность вопросы 
безопасности имеют в области атомной энергетики. 
Принципиально важным условием развития атомно-
энергетической отрасли является недопущение радиаци-
онного воздействия на окружающую среду и персонал, 
как атомной станции (АЭС), так и прилегающих к ней 
районов. Предотвращение аварий является одним из 
главных принципов безопасности и обеспечивается в 
первую очередь высокой надежностью оборудования 
и систем АЭС. Таким образом, вопросы поддержания 
надежности оборудования и систем АЭС имеют особую 
важность. Для поддержания надежности на высоком 
уровне на промышленном объекте планируются спе-
циальные мероприятия. К ним относятся: проведение 

профилактического обслуживания оборудования и 
систем, контроль исправности функционирования объ-
ектов, создание комплектов запасных изделий (ЗИП) для 
оперативной замены вышедшего из строя оборудования.

В практике эксплуатации систем вопросы обосно-
вания выбора состава запасных изделий, необходимых 
для бесперебойного функционирования оборудования, 
имеют первостепенное значение. 

Вопросы расчета надежности оборудования с учетом 
ЗИП и определения его требуемого состава рассматри-
вались в работах как российских, так и зарубежных 
специалистов. 

Понятие запасного элемента впервые введено в 1964 
году в работе [1]. 

Способы пополнения запасов и показатели достаточ-
ности комплектов ЗИП широко рассмотрены в работах 
[2, 3]. В 1970-х годах опубликованы работы [4, 5, 6], 
детализирующие стратегии пополнения запасов и пред-
лагающие модели их учета при оценке характеристик 
комплектов ЗИП. Стратегия периодического пополнения 
запасов обсуждается в работе [7]. Модели функциониро-
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вания ЗИП, в том числе при стратегиях периодического 
пополнения с экстренными доставками и пополнения 
по уровню, представлены в [8]. Вопросы оптимизации 
ЗИП рассмотрены в работе [9].

Можно констатировать, что данный вопрос не потерял 
своей актуальности до сих пор. Отметим некоторые ра-
боты, опубликованные уже в XXI веке. В работе [10] рас-
сматривается метод расчета надежности систем с нали-
чием запасных элементов. Стратегия функционирования 
системы предполагает, что в случае отказа элемента он 
заменяется резервным, а отказавший элемент поступает 
в ремонтный орган для восстановления. После ремонта 
элемент пополняет комплект ЗИП. В работе [11] реша-
ется задача оптимизации состава запасных элементов 
с учетом сложной стратегии их функционирования, в 
предположении, что отказавшее изделие подвергается 
ремонту. В работах [12, 13] излагается решение задачи 
оптимизации состава ЗИП при наличии ограничений 
на стоимость приобретения, доставки и хранения за-
пасных элементов. В работах [14, 15] рассматриваются 
динамические модели управления составом запасных 
элементов на предприятии. В статьях [16, 17] решается 
задача оптимизации комплекта запасных элементов с 
учетом выработки данными элементами части ресурса. 
На основе методов теории восстановления решена зада-
ча расчета характеристик надежности системы в случае, 
когда запасные элементы могут находиться в холодном, 
теплом и горячем резерве. В работе [18] рассмотрена 
задача оптимизации комплекта ЗИП для элементов 
стареющего типа с учетом ограничений на стоимость 
запасных элементов. На основании методов теории 
восстановления получен коэффициент готовности си-
стемы, в состав которой входят элементы стареющего 
типа. В [19, 20] излагается задача расчета характеристик 
надежности систем, элементы которых в случае отказа 
заменяются работоспособными объектами из состава 
ЗИП, а отказавший элемент восстанавливается ремонт-
ной бригадой и далее пополняет состав ЗИП. В данных 
работах учитывается старение объектов в процессе экс-
плуатации. В качестве модели, учитывающей старение 
элементов, используются геометрические процессы.

И, наконец, отметим фундаментальную работу [21], 
в которой приведен достаточно подробный анализ пу-
бликаций на тему расчетов надежности систем с учетом 
запасных элементов и расчетов необходимого количе-
ства ЗИП. Также в ней приведено описание различных 
моделей расчета показателей надежности с учетом ЗИП, 
в том числе в условиях периодического и непрерывного 
пополнения запасов в комплекте ЗИП, при периодиче-
ском пополнении запасов с экстренными доставками, 
рассмотрены вопросы оптимизации комплекта ЗИП. В 
данной работе также приведен достаточно подробный 
анализ публикаций на тему расчетов надежности систем 
с учетом запасных элементов, расчетов необходимого ко-
личества ЗИП. Выполнено описание различных моделей 
расчета показателей надежности с учетом ЗИП, в том 
числе в условиях периодического и непрерывного по-

полнения запасов в комплекте ЗИП, при периодическом 
пополнении запасов с экстренными доставками, рассмо-
трены вопросы оптимизации комплекта ЗИП. Следует 
также отметить, что вопросы расчета и оптимизации 
ЗИП представлены в соответствующих ГОСТах и РД 
(см., например, [22, 23]). Следует заметить, что вопрос 
расчета состава запасных изделий не потерял своей 
актуальности к настоящему времени и по-прежнему 
находится в поле зрения специалистов. 

Постановка задачи
Рассмотрим функционирование объекта в составе 

сложной системы. В некоторый случайный момент 
времени объект может отказать. Отказ объекта приво-
дит его в неработоспособное состояние. Будем пред-
полагать, что отказы могут быть двух типов. Первый 
тип отказов приводит объект в неработоспособное 
ремонтопригодное состояние. Второй тип отказов, более 
катастрофичный, приводит объект в неработоспособное 
неремонтопригодное состояние.

При первом типе отказа неработоспособный, но 
ремонтопригодный объект заменяется на работоспособ-
ный из состава ЗИП. То есть работоспособность систе-
мы восстанавливается за счет использования объекта 
из состава ЗИП. Интенсивность замены отказавшего 
элемента известна и равна μ. Далее неработоспособный 
блок передается для восстановления в ремонтный орган 
предприятия, на котором осуществляется использование 
объекта. В данном подразделении объект ремонтируют 
и возвращают в состав ЗИП. Интенсивность ремонта 
равна τ2.

При втором типе отказа на место отказавшего объекта 
устанавливается работоспособный блок из комплекта 
ЗИП. Интенсивность замены также равна μ. Неработо-
способный и неремонтопригодный блок направляется 
установленным порядком для ремонта на предприятие-
изготовитель, где его ремонтируют с интенсивностью τ1. 
Естественно предположить, что интенсивность ремонта 
при первом типе отказа будет существенно выше, чем 
при втором типе. Такого типа стратегии ремонта имеют 
место для сложных дорогостоящих систем, исполь-
зуемых в ядерной энергетике. Также такие стратегии 
используются в ряде других отраслей, например, для 
электронных систем, используемых в качестве бортового 
оборудования на летательных аппаратах.

Требуется определить объем необходимого комплекта 
ЗИП таким образом, чтобы вероятность исчерпания ЗИП 
была не выше заданного уровня. 

Построение математической 
модели

Для расчета необходимого количества ЗИП на пред-
полагаемом промежутке времени будем использовать 
математическую модель, состоящую в том, что процесс 
замены осуществляется с возможностью ремонта от-
казавших элементов, как было описано выше. 
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Описанная модель соответствует случайному про-
цессу гибели и размножения, который характеризуется 
графом состояний (рис. 1). Будем считать, что поток 
отказов подчиняется трем известным свойствам: орди-
нарности, отсутствия последействия и стационарности. 
Цветом выделены критические состояния, означающие 
исчерпание ЗИП.

При построении модели будем использовать обо-
значения: 

n – количество однотипных элементов в системе;
k – планируемый объем ЗИП;
l – интенсивность отказов одного элемента;
μ – интенсивность замены отказавшего элемента;
μ0 – интенсивность ремонта неремонтопригодного 

объекта на предприятии промышленности;

μ1 – интенсивность ремонта ремонтопригодного объ-
екта, подлежащего ремонту на данном предприятии;

q – вероятность ремонтопригодности (оценивается 
статистически);

c – число ремонтных бригад;
T – планируемый промежуток времени обслуживания.
Состояния Марковского графа описываются трех-

компонентным вектором (a, b, d), в котором a – со-
стояние основного элемента (1 – работоспособное, 
0 – неработоспособное), b – количество ремонто-
пригодных элементов, которые подлежат ремонту на 
данном предприятии, d – количество неремонтопри-
годных элементов, которые будут отремонтированы 
на предприятии промышленности, производящем 
данные объекты.

Рис. 1. Граф переходов процесса отказа, восстановления и ремонта объекта.
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Определим интенсивности переходов в Марковском 
графе. 

1. Интенсивность перехода «вниз и влево» из рабо-
тоспособных состояний – , происходящего 
в случае отказа и выявления того факта, что элемент 
ремонтопригоден будет определяться выражением:

где A1 – событие, состоящее в том, что на промежутке 
времени (t, t + Δt) произошел один отказ, R – событие, 
обозначающее ремонтопрогодность элемента.

2. Интенсивность перехода «вниз и вправо» из рабо-
тоспособных состояний – , происходящего 
в случае отказа и выявления того факта, что элемент 
неремонтопригоден будет определяться выражением:

3. Интенсивность перехода «вверх и влево» из работо-
способных состояний – . Этот переход про-
исходит в случае восстановления неремонтопригодного 
объекта на предприятии промышленности:

4. Интенсивность перехода «вверх и вправо» из 
работоспособных состояний – . Этот пере-
ход происходит в случае восстановления ремонтопри-
годного объекта подлежащего ремонту на данном 
предприятии:

.

5. Интенсивность перехода «вниз» из неработоспо-
собных состояний за исключением критических в по-
следней строке вершин графа – . Этот пере-
ход происходит в случае замены неремонтопригодного 
объекта из числа ЗИП:

6. Интенсивность перехода «вверх и влево» из кри-
тических состояний – . Этот переход про-
исходит в случае восстановления ремонтопригодного 
объекта:

.

7. Интенсивность перехода «вверх и вправо» из 
критических состояний – . Этот переход 
происходит в случае восстановления ремонтопригод-
ного объекта:

.

Для данной стратегии напишем систему уравнений 
Колмогорова для общего случая. 

Уравнения для вероятностей состояний вида (1,i,j), 
i = 0, 1, ..., k–1, j = 0, ..., k–1 так, что i + j ≤ k–1 опреде-
ляются следующим образом:

  (1)

Уравнения для вероятностей состояний вида (1,i,j), 
i = 0, 1, ..., k, j = k–i определяются следующим образом:

  (2)

При этом очевидно считать, что 

Уравнения для вероятностей неработоспособных со-
стояний вида (0,i,j), i = 0, 1, ..., k, j = 0, ..., k так, что i+j≤k 
определяются следующим образом:

  (3)

При этом очевидно считать, что 

Уравнения для вероятностей неработоспособных кри-
тических состояний вида (0,i,j), i = 0, 1, ..., k+1, j = k+1–i  
определяются следующим образом:

  (4)

Будем искать стационарное решение системы диф-
ференциальных уравнений Колмогорова. Заметим, что 

.
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Для случая 

  (5)

Для случая (1,i,j), i = 0, 1, ..., k, j = k–i:

  (6)

Для вероятностей состояний вида (0,i,j), i = 0, 1, ..., k, 
j = 0, ..., k так, что i+j≤k стационарные уравнения опре-
деляются следующим образом:

  (7)

Для вероятностей критических состояний 
i = 0, 1, ..., k+1, j = k+1–i:

  (8)

Будем искать решение по индукции. 
Пусть k=0 Получаем (k+1)(k+3)=3 уравнения:

  (9)

После несложных преобразований получаем:

,

.

Пусть k=1 Получаем (k+1)(k+3)=8 уравнений:

 (10)

По аналогии получаем решение:

  (11)

Вероятность попадания в неработоспособное со-
стояние

 (12)

Анализируя полученный результат, формулируем 
следующий вывод.

Теорема. Общее решение для всех состояний, кроме 
неработоспособных некритических

  (13)

при условии .

Для неработоспособных некритических состояний 
вероятности определяются выражением (7).

Доказательство. Подставим решение в правую 
часть уравнения (5) предполагая, что (0,i,j) – неработо-
способные некритические состояния, т.е. i = 0, 1, ..., k, 
j = 0, ..., k, i + j ≤ k – 1:

Предполагая, что i = 0, 1, ..., k, j = k – i и подставляя 
(7) в (6) получим такой же результат. Наконец, выпол-
нимость (8) доказывается аналогично.

Упростим (7):

.

Из условия нормировки получаем уравнение.

  (14)

В случае ограниченного восстановления получаем 
решение для P1,0,0
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 (15)

Если неограниченное восстановление, то суммы в 
(14) можно упростить.

Первая сумма представляет собой бином Ньютона.

Вторая сумма вероятностей сводится к конечному 
разложению экспоненты в ряд Тейлора

где 

Третья сумма также сводится к конечному разложе-
нию экспоненты в ряд Тейлора.

Уравнение (14) существенно упростится:

  (16)

Вероятность неработоспособных критических со-
бытий

  (17)

Вероятность неработоспособных некритических 
событий

  (18)

Вероятность неработоспособных состояний в случае 
неограниченного восстановления

  (19)

Если положить μ=∞ (замена происходит мгновен-
но), то получается результат, изложенный авторами в 
работе [24]. 

Легко показать, что 

  (20)

Это означает, что в случае неограниченного вос-
становления увеличение объема ЗИП ведет к тому, 
что вероятность попадания в критическое состо-
яние нехватки ЗИП постепенно обнуляется. При 
этом вероятность попадания в неработоспособное 
состояние, связанное с занимающей определенное 
время заменой отказавшего оборудования аналогом 
из числа ЗИП определяется стационарным коэффи-
циентом неготовности альтернирующего процесса 
восстановления.

В случае ограниченного восстановления:

 , (21)

. (22)

Вероятность P1,0,0 определяется выражением (15).
Критерий определения необходимого объема ЗИП 

– k формулируется классическим образом. Объем k 
увеличивается до тех пор, пока не выполнится не-
равенство:

 Q1(k)≤ε, (23)

где ε – задаваемая вероятность нехватки ЗИП.
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Пример расчета необходимого 
числа запасных элементов

В качестве примера расчета необходимого числа за-
пасных элементов рассмотрим некоторые электронные 
компоненты, функционирующие в составе системы 
управления энергетическим объектом. Рассмотрим ис-
ходные данные для расчета:

– количество однотипных объектов в системе: n = 
30 единиц;

– интенсивность отказов одного объекта: λ = 2,92∙10-5 
1/час;

– интенсивность замены: μ = 0,01 1/час;
– интенсивность восстановления работоспособности 

неремонтопригодного объекта на заводе изготовителе: 
μ0 = 1,389∙10-3 1/час;

– интенсивность восстановления работоспособности 
ремонтопригодного объекта на предприятии, где осу-
ществляется его функционирование: μ1 = 4,167∙10-2 1/час;

– вероятность ремонтопригодности: q = 0,6875;
– число ремонтных бригад: c=∞;
– вероятность достаточности ЗИП: 1–ε = 0,999.
Для расчетов будем использовать выражение (17). 

Приведем вспомогательные выкладки:

 1/час.

 1/час.

.

.

.

Для вычисления  был написан макрос. 

Результат расчетов необходимого объема ЗИП при раз-
личных k приведен в таблице 1.

Расчет по разработанной методике показывает, что 
необходимое количество запасных электронных ком-
понентов, удовлетворяющее заданной вероятности 
достаточности ЗИП, равно 3 единицам, поскольку 
6,21∙10-5 < ∙10-3.

В случае ограниченного восстановления авторами 
был также разработан соответствующий макрос, рассчи-
тывающий (19). Так, в случае наличия одной обслужива-
ющей бригады необходимый объем ЗИП увеличивается 
до 4 единиц при тех же остальных исходных данных. 
При двух и более бригадах достаточно 3 единиц ЗИП.

Заключение

Таким образом, рассмотрена задача обеспечения 
запасными элементами сложного дорогостоящего 
оборудования, подверженного двум типам отказов. 
В одном случае в результате отказа объект переходит 
в неработоспособное ремонтопригодное состояние и 
его восстановление возможно в ремонтном подраз-
делении предприятия, на котором объект эксплуати-
руется. Во втором случае в результате отказа объект 
переходит в неработоспособное неремонтопригодное 
состояние и его восстановление возможно только 
на предприятии изготовителе или на специализиро-
ванных ремонтных предприятиях. Ввиду высокой 
стоимости объекта его экономически целесообразнее 
доставить на специализированное предприятие и вы-
полнить восстановление.

Данная модель может найти применение для расчета 
состава запасных изделий сложных дорогостоящих 
электронных систем атомной энергетики. Модель также 
может быть использована при обосновании состава ЗИП 
в ряде других отраслей промышленности, например, в 
области авиации и ракетной техники, при организации 
работы химического производства и т.п., в отраслях для 
которых вопросы безопасности и надежности имеют 
большое значение.
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