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Использование приведенных оценок Эзари-Прошана 
для анализа надежности систем
Александр Г. Лабутин, Ордена Трудового Красного Знамени федеральное государственное бюджетное обра-
зовательное учреждение высшего образования «Московский технический университет связи и информатики», 
Россия, Москва
Борис П. Филин, Россия, Москва

Если, изучая какое-либо явление, я умею ко-
личественно оценить хотя бы одну какую-либо 
его сторону, то я кое-что знаю об этом явлении. 
В противном случае я ничего о нём не знаю…

Уильям Томсон (лорд Кельвин)

Резюме. В работах [1–2] показано, что широко известные оценки Эзари-Прошана [3–6] 
(ОЭП) являются NP-полными [7]. В процессе их вычисления происходит взаимное пере-
крещивание этих оценок, несмотря на то, что процедура перечисления полных множеств 
простых цепей (ПЦ) и простых разрезов (ПР) выполняется до конца. Эта картина под-
тверждается и специальными исследованиями этих парадоксальных явлений в ОЭП, про-
веденными в работе [8], где был сделан вывод о том, что ОЭП – это никакие не оценки, 
поскольку оценки не могут быть NP-полными. Ведь в [7] прямо говорится о том, что в 
общем случае только одно лишь перечисление полного множества ПЦ (или ПР) уже есть 
NP-полная задача. Отсюда следует непосредственно: любой NP-полный метод не может 
быть оценочным. В работах [9–10] дана классификация вычислительной трудоёмкости 
тех или иных задач. Можно видеть, что из представленных наиболее привлекательной 
является интеллектуальная трудоёмкость, поскольку она позволяет управлять вычисли-
тельным процессом самым вожделенным способом, а именно – позволяет реализовать 
принцип принудительного прерывания (ППП) вычислительной процедуры, оцениваемой 
каким либо параметром. Например, параметром достигнутой относительной погрешно-
сти вычислений. Заметим, что в жизни мы чаще всего сталкиваемся с устройствами, ме-
ханизмами, агрегатами и прочими системам, которые называются автоматизированными 
системами, поскольку в этих человеко-машинных комплексах и реализуется ППП по воле 
человека-оператора. С автоматическими системами мы имеем существенно меньший 
контакт. Целью данной статьи является изложение формальных правил, которые по-
зволяют достаточно просто классические NP-полные оценки Эзари-Прошана привести 
к классу интеллектуальных (IN-класс) оценочных методов, реализующих ППП. Здесь не 
нужно перечислять полные множества ПЦ и ПР. Пополнение класса уже существующих 
[1–6, 8, 11–29] методов, в которых так или иначе, но реализован ППП, несомненно, явля-
ется актуальной задачей для специалистов, занимающихся анализом структурной надёж-
ности сложных систем. Это же аксиома – любой из инструментов подобного рода анали-
за систем, «повивальной бабкой» которых является полная группа событий (ПГС), вносит 
свою лепту в дело построения структурно надёжных систем, развивая, в то же время, 
саму систему инструментария анализа. Суть дела заключается в облачении классиче-
ских ОЭП в так называемые «одежды» логико-символьного умножения (ЛСУ) логических 
операндов, которыми оперирует метод. Результат заключается в том, что мы снимаем 
«тяготы» NP-полноты с классических ОЭП, получая достаточно эффективный инструмент 
анализа.

Ключевые слова: надёжность, вероятность, двухполюсная сеть, простая цепь, простой 
разрез, исправное состояние, неисправное состояние.
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рез; ППП – принцип принудительного прерывания; ПГС – полная группа событий; ЛСУ – 
логико-символьное умножение; СГ – случайный граф; ВГП – вершины граничной пары; 
ДС – двухполюсная сеть; ИС – исправное состояние; НС – неисправное состояние; ВС – 
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1. Введение

В работах [9–10] приводится следующая классифика-
ция трудоёмкости вычисления задач в зависимости от их 
сложности: а) линейная; б) полиномиальная; в) экспо-
ненциальная; г) N-факториальная; д) интеллектуальная 
(IN). Последняя среди структуристов-надёжностников 
зовётся проще: принцип принудительного прерывания 
вычислительного процесса человеком, когда он к дан-
ному моменту времени удовлетворяется достигнутой 
погрешностью вычислений. Поскольку в ОЭП имеет 
место быть логическое перемножение логических опе-
рандов, описывающих состояния ПЦ и ПР без учёта их 
взаимной структурной зависимости, то в данной статье 
вводятся разработанные правила ЛСУ таких операндов 
с учётом этой зависимости. В результате этого класси-
ческие ОЭП по трудоёмкости вычислений переходят 
в IN-класс, поскольку они становятся принудительно-
прерываемыми.

По сути дела в статье доказательно излагаются фор-
мальные правила перевода NP-трудных классических 
ОЭП в удобный и лёгкий инструментарий, не обре-
менённый перечислением полных множеств ПЦ и ПР. 
Такие оценки будем называть приведенными ОЭП.

2. Постановка задачи

2.1. Предварительные сведения. Пусть задан (см. 
рисунок 1) простой рёберный случайный граф (СГ) 
[11–14, 30–31] G: простой – значит без петель, паралле-
лей и изолированных вершин; случайный – значит его 
элементы либо присутствуют в графе с вероятностью p, 
либо отсутствуют в нём с вероятностью q = 1 – p (по-
скольку p + q = 1, то присутствие вместе с отсутствием 
ребра в графе составляет ПГС, обозначаемую символом 
I [31]); рёберный – в графе ненадёжны только рёбра (это 
допущение не принципиальное, зато очень упрощает 
парадигму изложения). Граф G содержит множество 
вершин V={vi}, мощностью mv=|V|, и рёбер L={li,j}, мощ-
ностью mL|L|, взаимосвязь между которыми отражает 
функция инцидентности и смежности вида Ф(li,j)=vi&vj: 

ребро инцидентно своим вершинам граничной пары 
(ВГП), а ВГП – смежны друг другу по ребру li,j.

Пусть на этом графе будет задана двухполюсная 
сеть (ДС), вершины полюса которой обозначим как 
s (исток) и t (сток) с параметрами: mV=4 и mL=5. На-
пример, так, как это показано на рисунке 1, а (такую 
структуру специалисты часто называют «мостиком» 
[16]). Заметим, что в ДС появляются теперь транзитные 
вершины вида . В нашем случае  
(см. рисунок 1).

На рисунке 1, б показан граф с перенумерованными 
(методом «вычёркивания дуг» [16]) рёбрами числами, 
начиная от (mV+1) с шагом 1 и до (mV+mL), а на рисун-
ке 1, в – тот же перенумерованный СГ, но здесь символ 
«l» на рёбрах для чистоты рисунка опущен. К этому 
рисунку мы и будем чаще всего прибегать. Таким 
образом, на рисунке 1, в представлена «сквозная» 
нумерация элементов СГ. Заметим, что при форми-
ровании каких-либо конструкций на СГ (например, 
ПЦ или ПР) символы «v» и «l» использовать будем 
достаточно редко.

Сформируем в ДС (рисунок 1, в) множество её ПЦ, ру-
ководствуясь принципом: «Каждая вершина-родитель 
выбирает себе вершину-ребёнка из смежных с нею и 
не занятых ещё вершин, которая имеет наименьший 
номер k» [17]:

. (1)

Из (1) видно, что каждая транзитная вершина побыва-
ла и в роли «родителя», и в роли «ребёнка», но s (исток) 
– только «родителем», а t (сток) – только «ребёнком».

Также сформируем и множество ПР (методом «по-
следовательного старта» [17]):

. (2)

ПЦ исправна, если все её рёбра в исправном со-

стоянии (ИС): , и неисправна, если в 

Рисунок 1 – Перенумерованный простой рёберный случайный граф
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неисправном состоянии (НС) находится хотя бы одно её 

ребро:  (здесь ∀ – квантор «общности», 

∃ – квантор «существования», а ∈ – символ «принад-
лежит» [30–33]). ПР исправен, если все его рёбра в НС: 

, и неисправен, если в ИС находится хотя 

бы одно его ребро: .

2.2 Поясняющий пример. Примем исходные данные 
по КГ рёбер СГ ДС такие:

, (3)

где ⇒ – символ «следования» [31–33].
Вычислим точное значение вероятности связности 

(ВС) нашей ДС. Сначала, опираясь на (1), опишем 
полное событие связности (СоС) ДС (когда вершины-
полюса ДС связаны хотя бы одной исправной ПЦ), 
обозначаемое символом Es,t:

 , (4)

где • – символ логико-алгебраического умножения 
(ЛАУ) (* – символ ЛСУ, при котором, в отличие от ЛАУ, 
учитывается структурная зависимость перемножаемых 
логических операндов).

Заметим, что здесь (и далее) мы ИС рёбер «не на-
гружали» двойной чертой над элементами операндов, 
поскольку она гласила о том, что ребро «не неисправно». 
Двойное отрицание и есть ИС (черта черту уничтожает) 
ребра, т.е. «не неисправен» и «исправен» – это синони-
мы. Запишем расчётную формулу для Ps,t, опираясь из 
результат (4):

 . (5)

Подставим в (5) наши исходные данные (3) и по-
лучим, что точное (в рамках точности исходных дан-
ных (3)) значение ВС нашей ДС равна:

 . (6)

Теперь у нас есть некоторое «мерило» в виде 
Ps,t=0,766, позволяющее проводить некоторое сравнение 
между «старым» и «новым», т.е. предлагаемым.

2.3. Собственно постановка задачи. Прежде всего, 
запишем согласно [3] для общего случая формальное 
представление ОЭП таким образом:

. (7)

Здесь:  – конъюнкция (логическое (или арифме-
тическое) произведение);  –дополнение до ПГС (или 
до I) конъюнкции (логической или арифметической) 
(дПГСк).

Если без промежуточных преобразований, то ОЭП 
можно записать так:

 

. (8)

Применительно к нашему примеру СГ (см. рисунок 1) 
эти события (согласно (1), (2) и (8)) графически можно 
представить так, как это показано на рисунке 2.

Можно видеть, что избыточное СоС ДС по ПЦ читает-
ся так: «Дополнение до ПГС конъюнкции дополнений до 
ПГС конъюнкций ИС рёбер, входящих в n-ые ПЦ». В то 
же время, ущербное описание СоС ДС по ПР читается 
несколько иначе: «Конъюнкция дополнений до ПГС 
конъюнкций НС рёбер, входящих в n-ые ПР».

Если ДСО ВС ДС вычислены, то расчёт прибли-
жённой оценки , относительной погрешности Δs,t 
(априори) и абсолютной погрешности Ws,t (апостериори) 
прост:

, , 

  и . (9)

1. Требуется доказать (см. первое в (8)), что игнориро-
вание структурной зависимости логических операндов 
конъюнкции приводит к избыточности в описании 
СоС ДС.

Рисунок 2 – «Мостик» в терминах элементарных событий ОЭП
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2. Требуется доказать (см. второе в (8)), что игнориро-
вание структурной зависимости логических операндов 
дПГСк приводит к ущербности в описании СоС ДС.

3. Доказанное проиллюстрировать графически и 
числовым примером.

3. Решение задачи

Руководствуясь правилами (7-8) и множествами ПЦ (1) 
и ПР (2), можно записать, что применительно к «мостику» 
(рис.1,в и рис. 2) ОЭП запишем следующим образом:

 
. (10)

На основе (10) получим следующие расчётные фор-
мулы для ДСО ВС ДС (для ВО и для НО ВС ДС):

 
. (11)

Поскольку здесь мы имеем дело с пошаговым «на-
коплением» некоторого численного значения, как ре-
зультата перемножения (а не аддитивности), то мы эту 
«пошаговость» будем отображать просто переходными 
стрелочками. Воспользуемся нашими исходными дан-
ными (3) и вычислим по ОЭП ДСО ВС ДС: ВО , и 
НО , помня о том (см. (6)), что Ps,t=0,766:

. (12)

Воспользуемся полученным и простроим график 
двойного отображения [17, 20] «поведения» ДСО ВС 
нашей ДС (см. рисунки 1,в, 2 и 3).

Анализируя полученное, можно видеть, что парадок-
сальные явления классических ОЭП налицо: а) ВО ВС 
ДС начинает накапливаться от 0, а НО – от 1; б) ДСО ВС 
ДС взаимно пересекаются; в) после пересечения ДСО 
ВС ДС начинают расходиться.

На рисунке 4 приведена ось вероятностей, её области 
и интервалы, которые должны нам помочь при ниже 
следующих рассуждениях.

Рассуждая о конъюнкциях и их дополнениях (7) и 
(8), поневоле приходишь к пониманию их «неравно-
весности» в ряде случаев и важных, и не столь важных. 
Например, арифметическое произведение вида  в 
исходном состоянии мысленно «объединичивают» (как 
сумму «обнуляют» в исходном положении):

 
. (13)

Конъюнкцию в исходном состоянии также необ-
ходимо «обПолноГруппо-Событийствовать» таким 
образом: 

 
. (14)

Тогда дПГСк в исходном состоянии необходимо 
 «обНевозможноСобытить» таким образом:

 
, (15)

где ⊗ – символ невозможного события.
Дополнение арифметического произведения до 1 

 «обнуляем», поскольку мы находимся в диапазоне чис-
ловых значений от «нуля» и до «единицы»:

 
. (16)

Рисунок 3 – График двойного изображения «поведения» ДСО ВС для «мостика» при принятых исходных данных 
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Мы исходим из того, что I*I=I, I+I=I, ⊗*⊗=⊗, 
⊗+⊗=⊗, но I+⊗=⊗, I+⊗=I.

Поясним только две аббревиатуры на рисунке 4: 
СВН – события вероятности ноль; СВЕ – события 
вероятности единица [9–10]. Учитывая, что в теории 
комбинаторной надёжности наши расчёты зиждятся на 
числовых значениях в интервале от 0 до 1 (включая эти 
границы), то сформулируем некоторые утверждения и 
теоремы.

Утверждение 1 (см. рисунок 4). С увеличением 
числа сомножителей в виде вероятностных числовых 
значений численное значение их произведения рез-
ко уменьшается и устремляется в область СВН (это 
остаётся справедливым, если операнды поменять 
ролями). 

Утверждение 2 (см. рисунок 3). С увеличением числа 
логических сомножителей высказываемая ими логиче-
ская фраза становится менее достоверной.

И ещё одно… В работе [16] записано: «При раскры-
тии скобок не забывай выполнять простое правило 
p·p=p». Используя его, мы это правило называем именем 
автора этой работы: «Правило Богатырёва».

Теорема 1. Событие связности ДС, описываемое 
дПГСк, каждая из которых, в свою очередь, пред-
ставляет собой дПГСк, сомножителями которой 
являются ИС рёбер СГ, несомненно, является из-
быточным, т.е.:

 
. (17)

Доказательство: 

Переходя к стохастической стороне «эндшпиля» и 
помятуя о том, что (0<p(a,b,c)<1), легко видеть, что итог 
сравнения выполняется именно так ((–pa)>–1), ч.т.д. 
(⇔ – знак «сравнить»)

Следствие 1.1. Поскольку в ОЭП используется 
только ЛАУ, то согласно (17) в ОЭП (см. первое из (8)) 
всегда описывается только избыточное СоС ДС, что и 

приводит к пересечению ВО снизу точного значения 
ВС ДС, вследствие чего эта ВО и является ложной 
оценкой.

Следствие 1.2. Для устранения этого недостатка не-
обходимо при описании ВО ВС ДС ОЭП вместо ЛАУ 
использовать давно известные правила ЛСУ [17, 20]. 
Тогда избыточного описан ия СоС ДС не будет, а ложная 
ВО ВС ДС по ОЭП обратится в истинную, т.е. в нижнюю 
НО ВС ДС. Правила ЛСУ для ПЦ в НС (см. первое из 
(8) и [17, 20]) таковы:

 . (18)

Теорема 2. Событие связности ДС, описываемое 
конъюнкцией дПГСк, сомножителями которых явля-
ются НС рёбер СГ, несомненно, является избыточным, 
т.е.:

. (19)

Доказательство: Также переведём сравнение в «эн-
дшпиль», для чего выполним следующее: 

 

Переходя к стохастической стороне «эндшпиля» и 
помятуя о том, что (0<p(a,b,c)<1), что всегда будет спра-
ведливым неравенство вида qa>0. Из этого следует, что 
исходное (19) верно, ч.т.д.

Следствие 2.1. Поскольку в ОЭП используется 
только ЛАУ, то согласно (19) в ОЭП (см. второе из (8)) 
всегда описывается только избыточное СоС ДС, что 
и приводит к пересечению сверху НО точного значе-
ния ВС ДС, вследствие чего эта НО также является 
ложной оценкой (заметим, что при этих рассуждениях 
не следует забывать, что здесь мы используем ГДИ 
[17, 20]).

Следствие 2.2. Для устранения этого недостатка не-
обходимо при описании НО ВС ДС в ОЭП вместо ЛАУ 
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использовать известные правила ЛСУ [17, 20]. Тогда 
избыточного описания СоС ДС не будет иметь место, а 
ложная НО ВС ДС по ОЭП обратится в истинную, но 
в верхнюю ВО ВС ДС. Правила ЛСУ для ПР в НС (см. 
второе из (8) и [17, 20]) таковы:

 . (20)

На рисунке 5 представлена графическая интерпрета-
ция изложенного в теоремах 1 и 2.

Таким образом, окончательно правила ЛСУ и ОЛФ 
будут выглядеть следующими: 

Нижняя оценка (по ПЦ):

 , (21)

где  «при условии», а
Верхняя оценка (по ПР):

  (22)

На этом описание основного результата закончено.

4. Пример

Поскольку лимит на листы очень исчерпан, то обой-
дёмся «мостиком» (см. рисунок 1,в), множества ПЦ и ПР 
которого размещены соответственно в (1) и (2), а исходные 
данные по КГ рёбер – в (3). Итак, вычислим «поведение» 
НО ВС ДС, опираясь на формальные правила ОЛФ (19):

  (23)

Рисунок 4 – Ось вероятностей

Рисунок 5 – Графическая интерпретация
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Подчёркнутый снизу двойной чертой есть оконча-
тельный результата на соответствующем шаге после 
ЛСУ операндов. Если из (21) убрать все промежуточные 
логические операции, то тогда мы получим короткую 
запись следующего вида:

  (24)

Воспользуемся нашими исходными данными (3) и 
покажем динамику «нормального» поведения НО ВС 
ДС, получаемой по изложенным в статье правилам ОЛФ 
(19), позволившим, наконец-таки, оценкам прекратить 
их взаимное перекрещивание и внезапно из НО превра-
щаться в ВО ВС ДС, что было отличительнешей чертой 
«классических» ОЭП. Восходящие НО ВС ДС таковы:

 . (25)

Можно видеть, что на последнем 4-м шаге НО ВС ДС точ-
но равна точному значению ВС ДС, вычисленному в (6).

Теперь, воспользовавшись правилами (22) опишем дина-
мику «нормального» поведения ВО ВС ДС методом ОЛФ:

 
(26)

Воспользовавшись нашими исходными данными (3) 
легко получаем численные значения нисходящих ВО 
ВС ДС к точному значению ВС ДС:

 . (27)

Видно, что и ВО ВС ДС в итоге также стала равной 
точному значению ВС ДС, вычисленному в (6).

На базе полученных в (25) и (27) результатов вы-
числений можно легко построить график двойного 
изображения [17, 20] динамики восхождения НО и 
снисхождения ВО ВС ДС к точному значению ВС ДС. 
Этот график представлен на рисунке 6. Здесь же, на 
рисунке 6, показано, что на 2-м шаге вычислений был 
реализован ППП процедуры вычислений, вычислены 
оценочные параметры расчётов, руководствуясь которы-
ми оператор должен решить, будет ли он (или не будет) 
продолжать вычисления. 

5. Заключение

Мы полагаем, что постановка задачи реализована 
нами (соавторами) вполне достаточно и полно. Видно, 
что приведенные ОЭП не относятся к NP-классу. Эти 
новые оценки истинно IN-класса, базирующиеся на 
интеллект вычислителя-человека. Такой подход очень 
популярен среди структуристов-надёжностников. 
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